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66 第二章 空間中的平面與直線

空間中的平面與直線2
2-1  平面方程式

平面方程式

 在坐標空間中，與平面 E 垂直的直線 L，稱為平面 E

 的法線。直線 L的方向向量 n  與平面 E上任意非零向
 量垂直，則稱 n  為平面 E的法向量，也稱 n  垂直平面 E

 ，記為 n E= 。
 ⑴一個平面的法向量不是唯一，但彼此都互相平行。
 ⑵空間中的平面沒有斜率，也沒有方向向量，一般是以法向量描述平面的傾斜方向。
 ⑶若非零向量 v1  和 v2  皆在平面 E 上，則 v v1 2#  是平面 E的一個法向量， /( )v v n1 2# / 。
 若 A ( x0 , y0 , z0 )為平面 E上一點，且 ( , , )n a b c=  為平面 E的法向量，則平面 E的方程式
 為 ax + by + cz + d = 0，其中 d = - ( ax0 + by0 + cz0 )。
 說明 設 P ( x , y , z )為 E 上一點，則由 nAP =

 　　 ⇒　 ( , , ) ( , , )n x x y y z z a b cAP 00 0 0� � � � �$ $  

 　　 得 a ( x - x0 ) + b ( y - y0 ) + c ( z - z0 ) = 0

 　　 ⇔　ax + by + cz - ( ax0 + by0 + cz0 ) = 0

 　　 令 d = - ( ax0 + by0 + cz0 )

 　　 因為 E 上任意點 P ( x , y , z )都滿足方程式 ax + by + cz + d = 0

 　　 反之，滿足 ax + by + cz + d = 0的任意點 P ( x , y , z )也都會在 E上
 　　 所以 ax + by + cz + d = 0即平面 E的方程式。

例 已知 ( , , )n 1 2 3=  是平面 E的一個法向量，且 E通過點 A ( 1 , 1 , 1 )，可設 P ( x , y , z )

	 為 E 上一點，則 ( , , )x y zAP 1 1 1� � � � ，由 nAP 0=$

 ⇒　 ( ) ( ) ( )x y z1 1 1 01 2 3� � � � � �$ $ $

 ⇒　x + 2y + 3z - 6 = 0，所以平面 E的方程式為 。
 也可以直接將法向量 ( , , )n 1 2 3=  寫成 x、y、z的係數，
 設 E： x y z k1 2 3� � �$ $ $ ，將平面上點 A ( 1 , 1 , 1 )代入，得 k = ，
 故平面 E 的方程式為 。

1.

E

n

v
2

v
1

2.

E
P

A ( x
0
, y
0
, z
0
)

( , , )n a b c�

重點整理



672-1  平面方程式

 若平面 E：ax + by + cz + d = 0，則 E有一個法向量 ( , , )n a b c= 。

 說明 在平面 E 上取任意兩點 A ( x1 , y1 , z1 )和 B ( x2 , y2 , z2 )，則 
ax by cz d
ax by cz d

0

0

1 1 1

2 2 2

� � � �
� � � �

) …①
…②

 　　 ② -①得 a ( x2 - x1 ) + b ( y2 - y1 ) + c ( z2 - z1 ) = 0，此式即為 nAB 0=$ ，故 nAB = ，
 　　 所以 ( , , )n a b c=  為平面 E 的一個法向量。
 截距式：若平面 E 與 x軸、y軸、z軸分別交於 A ( a , 0 , 0 )、B ( 0 , b , 0 )、C ( 0 , 0 , c )，且

 abc ! 0，則平面 E 的方程式為 a
x

b
y

c
z 1� � � 。

3.

4.

範例 平面方程式

 在坐標空間中，直線 L 垂直平面 E，且與 E 交於點 A ( 1 , 2 , - 8 )，若點 P ( 6 , 5 , 2 ) 在直線
L上，則平面 E 的方程式為 。

 在坐標空間中，通過 A ( 1 , - 1 , 3 )、B ( 3 , - 4 , 1 )、C ( 2 , 0 , 1 )三點的平面方程式為
。

 關於平面方程式與法向量的敘述，試選出正確的選項。
䕷向量 ( 1 , 0 , 1 )是平面 x + z = 0的法向量
虲向量 ( 1 , 1 , 1 )是平面 x + y + z = 0和平面 2x + 2y + 2z = 1的法向量
蚒向量 ( 0 , 1 , 1 )是 yz平面的法向量
蚲 xy平面的方程式為 x = 0
蛯在坐標空間中，x = y的圖形為一條直線

1.

2.

3.

在坐標平面中，x = 0的圖形是
什麼？ x = y的圖形是什麼？
在坐標空間中，x = 0的圖形是
什麼？ x = y的圖形是什麼？



68 第二章 空間中的平面與直線

類題 

1  在坐標空間中，平面 E：ax + by - 3z = k有一法向量 ( , , )n 2 3 4= ，且點 A ( 1 , 2 , 3 )在 E上，
則序列 ( , , ) ( , , )a b k

2
3

4
9

15� � � � 。

2  在坐標空間中，點 A ( 3 , - 2 , 7 )和 B ( 1 , 1 , 2 )在平面 E上，且 ( , , )n k2 1=  為 E的法向量，
則平面 E 的方程式為 。

3  在坐標空間中，點 A ( 2 , 3 , - 1 )在平面 E的投影點為 B ( 5 , - 2 , 4 )，則平面 E的方程式為 
。

4  坐標空間中有兩點 A ( 1 , - 1 , - 2 )、B ( 5 , 3 , 1 )，試求 AB  的垂直平分面方程式為 
。

5  在坐標空間中，有一質點從 A ( 3 , 4 , 6 )的位置進行直線運動，當碰到平面 E上的 B ( 1 , 2 , 5 )
後，遵循反射定律反射通過 C ( 7 , - 1 , - 1 )，則平面 E的方程式為 。

6  在坐標空間中，包含 x軸和點 A ( 5 , - 4 , 3 )的平面方程式為 。

+ABC的平分線 =平面 E

E

A
C

B

n

x軸上取兩點形成的向量
，即為 x軸的方向向量



752-1  平面方程式

單選題

　　　 1.  已知 ( , , )n 3 5 4=  為平面 E：2x + by + cz = 5的法向量，則下列哪一個點落在 E上？
䕷 ( , , )1

4
1
2
1  虲 ( , , )1

2
1
4
1  蚒 ( , , )

4
1
1
2
1  蚲 ( , , )

2
1
1
4
1  蛯 ( , , )

4
1
2
1
1

　　　 2.  已知平面 E1：3x + 4y + 5z = 1 和平面 E2：2x + by + cz = 1 互相平行，則 E1和 E2的距
離為何？

䕷 
2
3  虲 

3
2  蚒 

5
2  蚲 

10
2  蛯 

20
2

　　　 3.  下列選項中，哪一個平面與 yz平面所夾的銳角最大？
䕷 2x + y + z = 2 虲 x + 2y + z = 2 蚒 x - 2y - 2z = 1
蚲 x - y - z = 2 蛯 x - y = 2

多選題

　　　 4.  在坐標空間中，平面 E：ax + by + cz + 1 = 0通過點 A ( 1 , 0 , - 2 )，且平面 E與兩平面
E1：x + y - 4z = 5和 E2：4x - 3y + 5z = 2都垂直。試選出正確的選項。
䕷 a - 2c + 1 = 0 虲 a + b = 4c 蚒 a：b：c = 1：3：1
蚲 a = - 1 蛯平面 E的 x截距為 1

　　　 5.  在坐標空間中，有一動點從 A ( 1 , 2 , 3 )的位置進行等速直線運動，經過 3秒後到達平
面 E：ax + by + cz = 0 上的 C 點，再經過 2 秒後到達點 B ( 5 , 5 , 3 )，設 ( , , )n a b c=
，試選出正確的選項。
䕷 AC 3=

虲 B 點到平面 E 的距離為 
n
nCB $

蚒 C點坐標為 ( , , )
5
13

5
16

3

蚲 A 點和 B 點到平面 E 的距離比為 3：2

蛯 
a b c
a b c
5 5 3

2 3
2
3

� �
� � �
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填充題

6.  在坐標空間中通過 A ( 3 , - 2 , 2 )、B ( 1 , 2 , - 2 )、C ( 0 , - 1 , 1 )三點的平面方程式為
 。

7.  在坐標空間中有兩點 A ( 1 , - 2 , 8 )、B ( 4 , 7 , - 4 )，已知直線 AB垂直平面 E，且 A點與平面
E的距離為 26，則平面 E 的方程式為 。

8.  在坐標空間中，有一質點從 A ( 2 , 1 , 1 ) 的位置進行直線運動，碰到平面 E 上的 B ( 3 , 1 , 2 )
後，遵循反射定律反射通過 C ( 6 , 4 , 2 )，則平面 E的方程式為 。

9.  設平面 E1：x + y + kz = 1和平面 E2：x - y + kz = 2有一個夾角為 cos
3
11- ，則 k = 。

混合題

10. 在坐標空間中有一長方體 ABCD - EFGH，如右圖所示，其中
點 A ( 0 , 0 , 0 )、B ( 8 , 0 , 0 )、E ( 0 , 0 , 4 )，且 D 點在 y 軸上，G
點在第一卦限， AC 10= ，試問：

 ⑴ AG  長為何？
 　䕷 12 虲 14 蚒 104  蚲 116  蛯 4 10

 ⑵平面 CFH的方程式為 。

 ⑶平面 CFH和平面 BDE 的距離為 
61

24 61 。

歷屆試題

11.  坐標空間中，設 P、Q為平面 3x - 2y - 2z = 1上兩點且滿足 PQ 7= 。另取空間中兩點 Pl、Ql

 滿足向量 ( , , )PP QQ 3 4 6� � �l l 。當向量 ( , , )PQ 2 6 3!� �  時，會使得平行四邊形 PQQlPl

 面積最大。 25% 答對率 104 年指考甲

12.  坐標空間中一質點自點 P ( 1 , 1 , 1 ) 沿著方向 ( , , )a 1 2 2=  等速直線前進，經過 5 秒後剛好到
 達平面 x - y + 3z = 28 上，立即轉向沿著方向 ( , , )b 2 2 1� � �  依同樣的速率等速直線前進。
 請問再經過幾秒此質點會剛好到達平面 x = 2上？  52% 答對率 105 年學測

 1 秒  2秒  3秒  4秒 永遠不會到達

A

B

D

C

E

F

H

G



772-1  平面方程式

13. 坐標空間中有一平面 P過 ( 0 , 0 , 0 )、( 1 , 2 , 3 )及 ( - 1 , 2 , 3 )三點。試選出正確的選項。
 
向量 ( 0 , 3 , 2 )與平面 P 垂直 平面 P與 xy平面垂直
點 ( 0 , 4 , 6 )在平面 P 上 平面 P包含 x軸
點 ( 1 , 1 , 1 )到平面 P 的距離是 1 39% 全對率 108 年學測

14.  坐標空間中，令 E為通過三點 A ( 0 , - 1 , - 1 )、B ( 1 , - 1 , - 2 )、C ( 0 , 1 , 0 )的平面。假設 H

 為空間中一點，且滿足 ( )AH AB AC AB AC
3
2

3
1

3 #� � � 。根據上述，試回答下列問題。

 ⑴試求四面體 ABCH的體積。（註：四面體體積為三分之一的底面積乘以高）
2
9

 ⑵令點 Hl為點 H相對於平面 E 的對稱點，試求 Hl的坐標。 ( , , )
3
16

3
4

8- -

 ⑶�試判斷點 Hl 在平面 E 的投影點是否位在 TABC 的內部？並說明理由。（註：三角形的內
部不含三角形的三邊）  110 年指考甲

15. 坐標空間中一平行六面體，某一底面的其中三頂點為 ( - 1 , 2 , 1 )、( - 4 , 1 , 3 )、( 2 , 0 , - 3 )
，另一面之一頂點在 xy 平面上且與原點距離為 1。滿足前述條件之平行六面體中，最大體
積為 。 5% 答對率 111 年學測 A

16. 已知坐標空間中 P、Q、R 為平面 x y z2 3 5 7� � �  上不共線三點。令 PQ = ( , , )a b c1 1 1 ，
( , , )a b cPR 2 2 2= 。試選出下列行列式中絕對值為最大的選項。  6% 答對率 112 年學測 A

䕷 a
a

b
b

c
c

1 1 1

1

2

1

2

1

2

-
 虲 a

a
b
b

c
c

1 1 1

1

2

1

2

1

2

-
 蚒 a

a
b
b

c
c

1 1 1

1

2

1

2

1

2

-
	 蚲 a

a
b
b

c
c

1 1 1

1

2

1

2

1

2

- -
	 蛯 a

a
b
b

c
c

1 1 1

1

2

1

2

1

2

- - -

17.  令 E：x + z = 2 為坐標空間中過三點 A ( 2 , - 1 , 0 )、B ( 0 , 1 , 2 )、C ( - 2 , 1 , 4 ) 的平面。另有
一點 P 在平面 z = 1 上且其於 E 之投影點與 A、B、C 三點等距離。則點 P 與平面 E 的距離
為 2 2 。（化為最簡根式） 6% 答對率 112 年學測 A

18. 坐標空間中有方向向量為 ( 1 , - 2 , 2 )的直線 L、平面 E1：2x + 3y + 6z = 10與平面
 E2：2x + 3y + 6z = - 4。則 L被 E1、E2所截線段的長度為 

4
21 。（化為最簡分數）

 6% 答對率 112 年分科甲



272-1

2
2-1  

   1. 1 2 3 x 2y 3z 6 0

  1 2 3 6 x 2y 3z 6

1. 5x 3y 10z 69 2. 8x 2y 5z 21

3.  

 ( , , )AP 5 3 10  E
E 5x 3y 10z k

A ( 1 , 2 , 8 )

k 5 6 ( 80 ) 69
E

5x 3y 10z 69

 ( , , )AB 2 3 2� � �

( , , )AC 1 1 2� �

 ( , , )AB AC 8 2 5#  

ABC
ABC

8x 2y 5z k
A ( 1 , 1 , 3 )

k 8 ( 2 ) 15 21
ABC 8x 2y 5z 21

 x z 0 x y z 1 0 1
( 1 , 0 , 1 ) x z 0

x y z 0 ( 1 , 1 , 1 )

2x 2y 2z 1 ( 2 , 2 , 2 )
/( , , ) ( , , )2 2 2 1 1 1/

( 1 , 1 , 1 ) x y z 0
2x 2y 2z 1
x yz

x O ( 0 , 0 , 0 ) P ( 1 , 0 , 0 )

 ( , , )OP 1 0 0  yz
xy ( 0 , 0 , 1 )

O ( 0 , 0 , 0 ) xy z 0
x y x y 0 ( 1 , 1 , 0 )

O ( 0 , 0 , 0 )

1  ( , , )
2
3

4
9

15 2 2x 3y z 7

3 3x 5y 5z 45 4 8x 8y 6z 29
5 4x y z 1 6 3y 4z 0
7  x 0 z 3 6x 3y 4z 24
8 2x 4y z 3

1.

P
L

EA

2.

E
A C

B

n

3.

1  E  ( , , )n 2 3 4  
a b 3 2 3 4

 a
2
3�� b

4
9��

A ( 1 , 2 , 3 ) E x y z k
2
3

4
9

3� � � �

 k
2
3

2
9

9 15�� � � ��

2  ( , , )AB 2 3 5� � � nAB = nAB 0$
( 2 ) 2 3 k ( 5 ) 1 3k 9 0
k 3 E 2x 3y z r

A ( 3 , 2 , 7 )
r 6 ( 6 ) 7 7
E 2x 3y z 7

3  ( , , )AB 3 5 5� �  E
 AB  E

E 3x 5y 5z k
B ( 5 , 2 , 4 )

k 15 ( 10 ) 20 45
E 3x 5y 5z 45

4   AB  E

 AB   ( , , )C 3 1
2
1  E

 ( , , )AB 4 4 3  E
E 4x 4y 3z k

 ( , , )C 3 1
2
1  

 ( )k 12 4
2
3

2
29� � � � �

E x y z4 4 3
2
29� � � 8x 8y 6z 29

5  E +ABC

( , , )BA 2 2 1 ( , , )BC 6 3 6� � �

BA 2 2 1
2 2 2� � 3� �

( ) ( )BC 6 3 6
2 2 2� � � � 9� �

 ( , , ) ( , , )BA BC3 6 6 3 6 3 6� � � � �
 ( , , ) ( , , )12 3 3 3 4 1 1� � � �  +ABC

 ( , , )n 4 1 1� �  E
E 4x y z k

B ( 1 , 2 , 5 )
k 4 2 5 1
E 4x y z 1

6  O ( 0 , 0 , 0 ) B ( 1 , 0 , 0 ) x

x  ( , , )OB 1 0 0

( , , )OA OB 0 3 4#  
3y 4z k

O ( 0 , 0 , 0 )
k 0 0 0

3y 4z 0

67

66

68



30

E1 = E  ( , , ) ( , , )a b c1 1 4 0� �$
a b 4c 0 a b 4c
E ( a , b , c ) ( 1 , 1 , 4 ) ( 4 , 3 , 5 )

　 ( 7 , 21 , 7 ) 7 ( 1 , 3 , 1 )
a b c 1 3 1

a t b 3t c t
E tx 3ty tz 1 0

A ( 1 , 0 , 2 ) t 1 0 t 1
a 1 b 3 c 1 E x 3y z 1 0

E x 3y z 1 0 y z 0
x 1 E x 1

5.   ( ) ( ) ( )AB 5 1 5 2 3 3 5
2 2 2� � � � � � �

 AC AB
5
3

3

B E  CB   n  

 
n

nCB $

 AC BC 3 2

( , , ) ( , , )C
5

2 1 3 5
5

2 2 3 5
5

2 3 3 3
5

17
5

19
3

# # # # # #� � � �

A B E Al Bl
TAAlC TBBlC

AC BC AAl BBl d ( A , E ) d ( B , E ) 3 2
d ( A , E ) d ( B , E ) 3 2

( , )

( , )

d B E
d A E

a b c

a b c
a b c

a b c

a b c
a b c

5 5 3

2 3

5 5 3

2 3

2

3

2 2 2

2 2 2

�

� �

� �
� �

� �

� � �
� � �

 A B E A B
E

 a b c
a b c

5 5 3
2 3

2
3

� �
� � ��

6.  ( , , )AB 2 4 4� � � ( , , )AC 3 1 1� � �

 ( , , ) ( , , )AB AC 0 10 10 10 0 1 1#  ABC
ABC y z k

A ( 3 , 2 , 2 ) k 2 2 0
ABC y z 0

7.  E  ( , , ) ( , , )AB 3 9 12 3 1 3 4� � � �

E x 3y 4z k

( , )
( )

( )
d A E

k

1 3 4

1 3 2 4 8
26

2 2 2

# #
�

� � �

� � � �
�

k37 26� � � k 11 63
E x 3y 4z 11 x 3y 4z 63

8.  E +ABC 
( , , )BA 1 0 1� � � ( , , )BC 3 3 0

( ) ( )BA 1 0 1 2
2 2 2� � � �� �

BC 3 3 0 2
2 2 2� � 3� �

20 E P ( x , y , z ) E1 E2

d ( P , E1 ) d ( P , E2 )  

( )

x y z x y z

3 2 1

3 2

6 2 4

6 2 4 1

2 2 2 2 2 2� �

� �
�

� � �

� � �

x y z x y z
14

3 2

2 14

6 2 4 1
!

� �
�

� � �

2 ( 3x 2y z ) ! ( 6x 2y 4z 1 ) 0
P 12x 6y 2z 1 2y 6z 1

E
12x 6y 2z 1 2y 6z 1

1.  2.  3.

4.  5.  6. y z 0
7. x 3y 4z 11 x 3y 4z 63
8. y z 1 9. ! 1 

10. 3x 4y 6z 48  
61

24 61

11. ( 2 , 6 , 3 ) 12.  13.

14.  
2
9  ( , , )

3
16

3
4

8  15. 21

16.  17.  2 2  18. 
4

21

1.  E  ( , , )n 3 5 4

2 b c 3 5 4 b
3

10 c
3
8

E x y z2
3

10
3
8

5� � � 6x 10y 8z 15

 ( , , )
2
1

1
4
1  E

2.  E1 E2 3 4 5 2 b c

E2  
2
3  

 ( )x by cz
2
3

2
2
3

1#� � � x y z3 4 5
2
3� � �

( , )d E E
3 4 5

2

3
1

5 2

2
1

20

2
1 2

2 2 2
�

� �

�
� �

3.  yz  ( , , )n 1 0 0

yz i1 , i2 , 
i3 , i4 , i5

 cos
n n

n n
k

k

k
i

$  

 cos
6

2
1i  cos

6

1
2i  cos

3
1

3i

 cos
3

1
4i  cos

2

1
5i

cos i3 i3

4.  A ( 1 , 0 , 2 ) E
 ( 1 , 0 , 2 ) E ax by cz 1 0
a 2c 1 0
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12.  1  k a
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班級：＿　 姓名：＿　 座號：＿

第  1  回 1 - 1   立體圖形與展開圖、空間中兩直線的關係

第  2 回 1 - 1   直線與平面的關係

第  3 回 1 - 1   平面與平面的關係、三垂線定理

第  4 回 1 -2   空間坐標系

第  5 回 1 -2   空間向量的坐標表示法

第  6 回 1 -2   分點公式與線性組合

第  7 回 1 -2   空間向量的內積

第  8 回 1 -3   外 積

第  9 回 1 -3   平行六面體的體積與三階行列式

第 10回 1 -3   行列式與體積的應用

第 1 1 回 2 - 1    平面方程式

第 12 回 2 - 1    平面的夾角、點到平面的距離

第 13 回 2-2   直線方程式

第 14 回 2-2   空間中直線與平面的關係、兩直線的關係

第 15 回 2-2   空間中點到直線的距離、兩歪斜線的距離

第 16 回 3 - 1   條件機率

第 17 回 3 - 1   條件機率的乘法原理

第 18 回 3 - 1   獨立事件

第 19 回 3 - 1   貝氏定理

第20回 4 - 1  高斯消去法

第2 1 回 4 - 1  高斯消去法的應用

第22回 4 - 1  恰有一組解、無限多組解與無解的條件

第23回 4-2  矩陣的定義與矩陣的加減法、係數積

第24回 4-2  矩陣的乘法 Ⅰ

第25回 4-2  矩陣的乘法 Ⅱ

第26回 4-2  乘法反方陣

第27 回 4-3  轉移矩陣

第28回 4-3  平面上的線性變換

第29回 4-3  平面上特殊的線性變換

第30回 4-3  平面上特殊線性變換的應用
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