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36　第 1 章　空間向量

　　如同平面向量，空間向量也可以定義內積，其算法、性質和應用都與平面向量類似，所

以這個單元學起來應該蠻輕鬆的。用內積可以幫助我們在空間中求長度及夾角，是非常重要

的手法，在後續點、線、面的計算很常用到，一定要會！

空間向量的內積1-3

1. 內積定義：空間向量 a  與 b，規定兩向量的內積為
cosa b a b# # i=$ ，其中 i 為 a  與 b  的夾角。

2. 內積的投影算法：空間中 C點投影到 AB  為 H，若
i 為銳角則 AH ABAB AC #=$ ，若 i 為鈍角需加負
號為 AH ABAB AC #��$ 。如右圖。

3. 內積的坐標算法：若 ( , , )x y za
1 1 1

= ， ( , , )x y zb
2 2 2

=

，則由餘弦定理可證明 b x x y y z za
1 2 1 2 1 2

� � �$ 。
4. 內積的性質：和平面向量相同，如下：
交換律：給空間向量 a、b，則 a b ab =$ $ 。
結合律：k與 t為實數，則 ( ) ( ) ( )k t kt a ba b =$ $ 。
分配律：給空間向量 a、b、 c，則 ( )a b c a c b c� � �$ $ $ 。

注意   若 ba = ，則 k b ka =$ $ ，即內積有等量公理。但反之不成立，也就是內積沒有
　　 消去律，即「 k b ka =$ $ 　 　 ba = 」。

A H

C

B
i

AH

C

B

i

內積的計算及其性質　 112A1

有定義算法、投影算法、坐標算法，都要熟練！1 空間向量計算內積 Ⅰ

1. 空間中四面體 ABCD，已知 AB 6= ， AC 4= ， AD 7= ，CD 5=

，+BAC = 60˚，求 AB AC 12=$ ， AC AD 20=$ 。

餘弦定理：

　cos
ab

a b c
2

2 2 2

i � � �

這一題能不能求 BD  和 AB AD$ ？

　  

a i b
c

再想一想

A

B
C

D
6

7

4

5

60˚
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2.	正四角錐 P - ABCD 的底面為正方形 ABCD，側面為四個全等的
等腰三角形，如右圖，已知 PA 7= ， AB 4= ，求：
 AP AB 8=$ 　禙 AP AC 16=$ 。

3. 空間向量 ( , , )a 1 5 2� � ， ( , , )b 6 3 7= ，求 a b 7=$ 。

1  三角錐 A - BCD， AB AC 2= = ，+BAC = 45˚，求：
 AB AC 2 2=$ 　禙 BA BC 4 2 2� �$ 。

2  四角錐 P - ABCD 的底面為邊長 3 的正方形 ABCD，PA 4=  且
PA  與底面垂直，求： PB PD 16=$ 　 PA PC 16=$ 。

3  正立方體 ABCD - EFGH的邊長為 a，若 AC AH 16=$ ，試求
a = 。

4  空間中三點 A ( 5 , 7 , 3 )、B ( 1 , - 1 , 2 )、C ( 4 , 9 , 8 )，計算 AB AC 17� �$ 。

坐標算法超好用！有些難題用坐標來分析就迎刃而解了。2 空間向量計算內積 Ⅱ

1. 空間中三點 A ( 6 , 1 , 2 )、B ( 3 , k , - 1 )、C ( 5 , 2 , k )，已知 AB AC 16=$ ，求 BA BC =$
。

7

4

P

CD

A B

A

P

B C

D

A B

CD

E F

GH
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27  實數 x、y、z，若 x + 2y - 2z = 3，則當 ( , , ) ( , , )x y z
3

1

3

2

3

2� �  時，x2 + y2 + z2

有最小值為 。

28  實數 x、y、z，若 2x + y + z = 5，求 x2 + y2 + z2 - 2x + 4y + 6的最小值為 
6

31 。

29  設 x、y、z 均為實數，若 x2 + y2 + z2 + 4x - 2y + 10z - 6 = 0，求 x + 2y - z 的最
大值為 5 6 6+ ，最小值為 5 6 6- 。

30  設 a、b、c 均為正實數，若 a + b + c = 2，試求 
a b c
4 1 9+ +  的最小值為 ，

a b c+ +  的最大值為 6 。

 如右圖 O - ABCD，為一金字塔，底是邊長為 1 之正方形，頂點 O
與 A、B、C、D之距離均為 2。試問下列哪些式子是正確的？

 OA OB OC OD 0� � � �   OA OB OC OD 0� � � �

 OA OB OC OD 0� � � �   OA OB OC OD=$ $

 OA OC 2=$

 空間中，以 AB  為共同邊的兩正方形 ABCD、ABEF，其邊長皆為 4。已知內積 

AD AF 11=$ ，則 AC AE 27=$ 。 

A

O

D

CB
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 空間中有一四面體 ABCD。假設 AD  分別與 AB  和 AC  垂直，請選出正確的
選項。
 DADB DC AB AC2� �$ $  若 +BAC是直角，則 +BDC是直角
若 +BAC是銳角，則 +BDC是銳角 若 +BAC是鈍角，則 +BDC是鈍角
若 <AB DA  且 <AC DA，則 +BDC是銳角

 空間中有相異四點 A、B、C、D，已知內積 AB AC AB AD=$ $ 。試選出正確的選項。

 AB CD 0=$   AC AD=  蚒 AB  與 CD  平行
蚲 AD BC 0=$  蛯 A、B、C、D四點在同一平面上 109 學測

 坐標空間中，考慮邊長為 1 的正立方體，固定一頂點 O。從 O以外的七個頂點隨機
選取相異兩點，設此兩點為 P、Q，試問所得的內積 OP OQ$  之期望值為下列哪一個
選項？
䕷 
7

4  虲 
7

5  蚒 
7

6  蚲 1 蛯 
7

8  112 學測 A

　　雖然空間坐標只比平面多一根 z 軸，但在圖形的表現卻是複雜許多。讓我們把
平面的內積問題做適度地延伸，讓同學動腦思考，察覺平面與立體的絕妙差異！請
回答下列問題：

一、單選題
　　　 邊長 1的正四面體有四個頂點，任選其中三個相異頂點 P、Q、R，則 PQ PR$

的值共有幾種不同的情形？
䕷 1種 虲 2種 蚒 3種 蚲 4種 蛯 5種

　　　 邊長 1 的金字塔，底面為正方形，四個側面為正三角形，共有 5 個頂點，任
選其中三個相異頂點 P、Q、R，請問 PQ PR$  的值共有幾種不同的情形？
䕷 1種 虲 2種 蚒 3種 蚲 4種 蛯 5種
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二、綜合題
 正立方體的邊長為 a，共有 8 個頂點，任選其中三個相異頂點 P、Q、R，試問：
禑 PQ PR$  共有幾種不同的值？請用 a表示並逐一列出。
禙若 PQ PR 18=$ ，求邊長 a之值。
辻 選定一個頂點為 P，用抽籤的方式從其它七個頂點選出兩個做為 Q 與 R，若每個
　頂點被選的機會相等，求 PQ PR 0=$  的機率為何？ 

7

2

 如右圖，正四面體 ABCD 的邊長為 3，P 在 AB  上且 AP 1= ，Q
在 CD  上且 QD 1= ，則 PQ  的長度為 5 。

 已知 O ( 0 , 0 , 0 )、A ( 1 , 2 , 2 )、B ( - 2 , 2 , - 1 )、C ( - 2 , - 1 , 2 ) 為某一個正立方體
的四個頂點，請問下列哪些選項中的點也是此正立方體的頂點？
 ( - 1 , 4 , 1 )  ( 4 , 1 , - 1 )  ( - 1 , 1 , 4 )  ( - 3 , 3 , 3 )

 空間坐標中，O 為原點，X、Y、Z 依次在 x 軸、y 軸、z 軸的正向上，求 +XOY 與
+YOZ的角平分線之夾角為 。

A

P

D
Q

C

B
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