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　　高一上時我們曾推廣指數符號到實數次方，並介紹過一些指數的應用題型，到這裡我們

則要討論指數函數，並用「描點」的方式來作圖，請同學牢記基本圖形，掌握特徵，並熟悉

平移、伸縮、加絕對值等各種變化。

指數函數及其圖形2-1

1. 指數符號（複習）：讓我們再複習一遍指數符號的定義。
禑整數次方：設 n為正整數，則 n個實數 a的乘積記為指數符號 an，稱 a為底數
　，n為次數。特別地，若 a ! 0，規定 a0 = 1，a

a
1n
n=− ，可以滿足指數律。

禙 正 n次根號與分數次方：設 a、b > 0，n為比 1大的正整數，若滿足 an = b，則

　記為 a b bn n
1

= = ，稱 a 為「 b 的正 n 次根號」，簡稱「 n 次根號 b」。進一步

　規定，若 a > 0，m、n為正整數且 n > 1，則 a n
m

( )a amn n m= = ，a
a

1n
m

n
m=

− 。

　例 ( )
( )

2
2
1

32
15

5− =
−

=−− ，9 9 32
1

= = ，8
8
1

4
13

2

3 2= =
− 。

辻無理數次方：底數 > 0，由無窮數列所靠近的數來定義無理數次方，如 3 2  與 2r。
　嫎 .2 1 4142g= ，數列 31.4、31.41、31.414、31.4142、…所靠近的數定義為 3 2。
　娋 r = 3.14159…，數列 23.1、23.14、23.141、23.1415、23.14159、…所靠近的數定義為 2r。
　同學可利用計算機求出各種指數符號的近似值。

2. 指數律（複習）：指數符號經過拓展後，皆能滿足指數律。設 a、b > 0，x、y 為
實數，則：
禑 a a ax y x y= +$  禙 

a
a ay

x
x y= −  辻 ( ax )y = axy

稆 ( )ab a bx x x= $  込 ( )
b
a

b
ax
x

x
= 。

3. 單項指數函數：設 a > 0且 a ! 1，稱 f ( x ) = ax為「指數函數」，定義域為全體實
數 R，值域為 { y | y > 0且 y ! R }。

指數函數1
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透過函數先複習指數符號與指數律吧！1 指數函數的基本求值

1. 設指數函數 ( ) ( )f x
81
16 x= ，求：

禑 ( )f 1
16
81− = 　禙 ( )f

4
1

3
2= 　辻 ( ( ))f f

4
1

729
64− = 。

2. 設 f ( x ) = 2x，a、b為相異實數，若 f ( a )之值為 f ( b )的 8 2  倍，求 a b
2
7− = 。

3. 設 f ( x ) = ax，若 f ( k ) = 125，求：禑 ( )f k
125
1− = 　禙 ( )f k

3
2 =  。

1  設 f ( x ) = 8x，求：
禑 f ( 0 ) = 　禙 ( )f

3
1 =  　辻 ( )f

3
2

4
1− = 。

2  設 f ( x ) = 4x，g ( x ) = 9x，求：禑 ( ( ))g f
2
1 =  　禙 ( ( ))f g

2
1 =  。

3  設 ( ) ( )f x
9
1 x= ，a、b為相異實數，若 f ( a )之值為 f ( b )的 27倍，求 a - b =

2
3- 。
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4  設 f ( x ) = ax，若 f ( k ) = 16，求：

禑 ( )f k
2

=  　禙 ( )f k
4 2

1− = 　辻 ( )f k
4
3 =  。

5  設 f ( x ) = ax，已知 f ( p ) = 3，f ( q ) = 2，求 f ( 2p + 5q ) = 。

這種玩式子的指數函數問題，測驗卷常見！2 指數函數的進階求值

1. 若點 A ( p , 7 )與 B ( q , 28 )都在 f ( x ) = 2x的圖形上，即 f ( p ) = 7且 f ( q ) = 28，求 AB

的長度為 445 。

2. 設 ( )f x
2 2
2 2
x x

x x
=

−
+

−

−

，x ! 0，若 f ( a ) = 4，f ( b ) = 3，則 f ( a + b ) =
7
13 。

6  若點 A ( a , 5 )與 B ( b , 45 )都在 y = 3x的圖形上，則 AB  的斜率為 。

7  若點 A ( p , 36 )在 y = 2x的圖形上，另一點 B ( q , 36 )在 ( )y
3
1 x=  的圖形上，試

求 
p q
1 1

2
1− = 。　

先整理 f ( x )，再代 a、b，無

論是幾 a 加減幾 b 都可以代

入 f ( x ) 求出函數值

歸納心得
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39  假設世界人口自 1980 年起，50 年內每年增長率均固定。已知 1987 年世界人
口達 50 億，1999 年第 60 億人口誕生。根據這些資料推測 2023 年世界人口數
最接近：
䕷 75億 虲 80億 蚒 86億 蚲 92億 蛯 100億

40  已知某放射性元素在 64000 年後衰變了 
16
15，則其半衰期為 年。

 當 ( x , y ) 在直線 2x + y = 3 上變動時，關於 K = 9x + 3y 的敘述，試問下列哪個選項
是正確的？
䕷 K有最大值 28，最小值 6 3  虲 K有最大值 28，但沒有最小值
蚒 K沒有最大值，但有最小值 12 蚲 K沒有最大值，但有最小值 6 3
蛯 K沒有最大值也沒有最小值 101 指考甲

 在坐標平面上，C是邊長為 4的正方形，其中心位在點 ( 1 , 1 )，且各邊與坐
標軸平行。已知函數 y = a × 2x的圖形與 C相交，其中 a為實數，則 a的最大
可能範圍為 a2 6# #- 。 110 學測

 某機構在 12 點時將兩種不同的營養劑分別投入培養皿甲與培養皿乙中，此時甲、
乙的細菌數量分別為 X、Y。已知甲的數量每 3 小時成長為原來的 2 倍，例如 15 點
時甲的數量為 2X。乙的數量每 2 小時成長為原來的 2 倍，例如 14 點時乙的數量
為 2Y、16 點時乙的數量為 4Y，測量所得結果部分記錄於下表。該機構在 18 點時
測量發現甲、乙的數量相同，欲以細菌數量隨時間呈指數成長的模型來預估甲、乙
12點至 24點的細菌數量。根據上述，試選出正確的選項。

時刻（點） 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

甲數量 X 2X

乙數量 Y 2Y 4Y

䕷 X > Y 虲在 13點時，甲的數量為 X
3
4

蚒在 15點時，乙的數量為 3Y 蚲在 19點時，乙的數量為甲的 1.5倍
蛯在 24點時，乙的數量為甲的 2倍 112 學測 B
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　　在我們生活周遭與自然界中，有許多指數函數的例子，其實就是等比數列的連
續化，而且遇到指數的問題時，往往使用對數才能解決，因此橫跨單元來出題，是
相當常見的情形。請回答下列問題：

◎混合題
 投資公司推出誘人的高利商品，號稱「三年期滿領回五倍」，即拿出 100 萬元購買
投資，等待三年滿期後可拿回 500萬元。
禑 若換算成月利率，應最接近下列哪一個選項？（單選題，請使用計算機）
　䕷 4.2% 虲 4.4% 蚒 4.6% 蚲 4.8% 蛯 5.0%

禙在該商品的契約中載明「解約金」的條文如下：
　嫎購買 100萬元，滿一年解約可領回 170萬元
　娋購買 100萬元，滿兩年解約可領回 300萬元
　 請問上述的解約金若化成年利率來比較，是放滿三年較佳，還是在一年或兩年後
解約較佳？請說明理由。（非選擇題）

 某公司每位員工的績效指標是由 a、k決定的函數 ( ) %f x
k a
a 100x

x
#=

+
，其中 k為正

數，且 a > 1。每個員工進入公司一段時間即可確立個人的 a、k 值，可用來求出經
過 x年（ x $ 0）之後的績效百分比，績效指標愈高，表示工作表現愈良好。現有甲、
乙、丙、丁四位員工，其績效指標依序為 f 甲 ( ) %x

1 2
2 100x

x
#=

+
、

f 乙 ( ) %x
9 2
2 100x

x
#=

+
、f 丙 ( ) %x

1 3
3 100x

x
#=

+
、f 丁 ( ) %x

9 3
3 100x

x
#=

+
。請問：

禑 有兩位員工初進公司時不具相關經驗，所以績效較差，請問是哪兩位？（多選題）
　
　䕷甲 虲乙 蚒丙 蚲丁
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禙關於此四人的績效描述，哪些選項為正確？（多選題）
　䕷剛進公司時，四人的績效都不相同
　虲無論經過多少年，乙的績效始終無法超越甲
　蚒無論經過多少年，丁的績效始終無法超越丙
　蚲無論經過多少年，丁的績效始終無法超越甲

辻若干年後，這四人中有一位因績效太差被資遣，請問是哪一位？（單選題）
　䕷甲 虲乙 蚒丙 蚲丁

 設函數 ( )f x a b4 2x x 1= − ++$ ，當 x = 3時，f ( x )有最小值 16，求 a + b = 。

 設 a $ 0，b $ 0，a + b = 3，求 2a + 2b的最大值為 ，最小值為 4 2 。

 若 f ( x ) 之值恆正，且滿足「對任意實數 x、y，等式 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = $  恆成立」，

已知 ( )f 2
81
25= ，求 f ( 0 ) = ， ( )f 3

729
125= 。

 設 ( )f x
a a
a a
x x

x x
=

+
−

−

−

，a > 0且 a ! 1，若 ( )f
3
2

a = ， ( )f
2
1

b = ，請問：

禑 ( )f
8
7

a b+ = 　禙以 f ( x )、f ( y )表示 f ( x + y )為
( ) ( )

( ) ( )
f x f y

f x f y
1 +

+ 。
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