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1-2  級數與求和公式

級 數

 將數列 an  的各項依序用加號連結起來的式子，形如 a1 + a2 + a3 +… + an，稱為級數。
我們常用 Sn表示級數的前 n項和，即 Sn = a1 + a2 +… + an。（亦可以用 ! ak表示級數）

 若數列 an  是等差數列，則稱 a1 + a2 + a3 +… + an為等差級數。且公差為 d時，其前 n項

 和 Sn = a1 + a2 + a3 +… + an可表示成 ( ) [ ( ) ]S n a a n a n d
2 2

2 1
n

n1 1� � � � � 。

 證 高斯推導等差級數和的方法如下：
 　 Sn = a1 + a2 + a3 +… + an - 1 + an

 　 將其連加順序顛倒後，進行加法

Sn = a1 + a2 + a3 +… + an - 1 + an

+ ) Sn = an + an - 1 + an - 2 +… + a2 + a1

2Sn = ( a1 + an ) + ( a2 + an - 1 ) +… + ( an + a1 )

共 n項

 　 ∵ an  為等差數列　∴由等差中項特性可知 ( a1 + an ) = ( a2 + an - 1 ) =… = ( an + a1 )

 　 故 2Sn = n ( a1 + an )　⇒　 ( )S n a a
2n

n1� �

 　 又因為 a1 + an = 2a1 + ( n - 1 ) d，亦可得 [ ( ) ]S n a n d
2

2 1
n

1� � � 。

舉例 有一等差數列，首項為 3，公差為 2，則其前 10項總和 S10 = 。

 若數列 bn  是等比數列，則稱 b1 + b2 + b3 +… + bn為等比級數。且公比為 r時，其前 n項 
和 Sn = b1 + b2 + b3 +… + bn可表示成：

 ⑴ Sn = nb1（當 r = 1時）。

 ⑵ ( )S
r

b r
1

1
n

n
1�

�
� （當 r ! 1時）。

 證 首項為 b1，公比為 r的 n項等比級數和為 Sn = b1 + b1 r + b1 r
 2 +… + b1 r

 n - 1

 　 ⑴當 r = 1時，Sn = b1 + b1 +… + b1 = nb1。
 　 ⑵當 r ! 1時，將 Sn乘上 r後，進行減法

Sn = b1 + b1r + b1r
 2 +… + b1r

 n - 1

- ) rSn = b1r + b1r
 2 +… + b1r

 n - 1 + b1r
 n

( 1 - r )Sn = b1 - b1r
 n

 　 　因此 ( )S
r

b r
1

1
n

n
1�

�
� 。

舉例 有一等比數列，首項為 3，公比為 2，則其前 10項總和 S10 = 。

1.

2.

3.

重點整理
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範例 等差級數觀察與計算

 有一等差數列 an ，首項 a1 = 110，公差 d = - 7，則當 n =  時，前 n項的和最大，其 
值為 。

 阿霆蒐集某超商公仔，將其堆疊擺放在展示櫃中。堆法如下圖，堆一層需 1 隻公仔，堆兩
層需 5 隻公仔，堆三層需 12隻公仔，若規則不變，則堆 9層共需要  隻公仔。

類題 

1  已知 an  是一個等差數列，首項為 10，前 9項和為 180，試求：

⑴數列 an  的公差 d
2
5= 。

⑵數列 an  的前 18項和 S
2

1125
18 = 。

2  小葦使用體能訓練 APP 安排「剝皮跳」訓練，第一回合為 20 秒，之後每回合都會比前一回
合多 4 秒，已知小葦最後一回合進行了 80秒，則小葦總共進行了  回合，進行剝皮跳
總時數為  秒。

1.

等差數列中

an = a1 + ( n - 1 ) d
( )S n a a
2n

n1� �

　 [ ( ) ]n a n d
2

2 11� � �

2.
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3  體育館球場搖滾區共有 25 排座位，此區的每一排都比前一排多 2 個座位。今小霆坐在第 13
排，而他發現這一排共有 75個座位，則此球場的搖滾區共有  個座位。

4  阿銘童心未泯，動手去推疊積木，堆疊方式如下圖。堆一層需 1 個積木，堆兩層需 4 個積
木，堆三層需 9個積木，若規則不變，則堆 99層共需要  個積木。

範例 級數與等差級數應用

 有一等差數列的前 4 項和為 20，後 4 項和為 112，且所有項總和為 165，則此數列共有  
 項。

 已知 an  是一個等差數列，且 a1 + a2 + a3 = 14，a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 = 55，則此等差數
列的前 9 項和 S9 = 。

觀察每個圖形，最底層比上一層

多幾個積木？

3.

4.

等差數列 an  中
Sn = a1 + a2 + … + an

↓+ nd ↓+ nd ↓+ nd
S2n - Sn = an+1 + an+2 + … + a2n

↓+ nd ↓+ nd ↓+ nd
S3n - S2n = a2n+1 + a2n+2 + … + a3n… … … …

故 Sn , S2n - Sn , S3n - S2n亦成等差

數列，公差為 n2d
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常用級數求和公式

 常數級數：c + c +… + c = n × c
n個

，c為常數。

 等差級數： ( )n n n
1 2 3

2

1
g� � � � � � 。

 平方數級數： ( ) ( )n n n n
1 2 3

6

1 2 12 2 2 2g� � � � � � � 。

 立方數級數： ( )n n n
1 2 3

2

13 3 3 3
2

g� � � � � �; E 。

分項對消型級數

 
( )n n n n1

1 1
1
1

# �
� �

�
。

 
( )n n k
k

n n k
1 1

# �
� �

�
。

 
( ) ( )

[
( ) ( ) ( )

]
n n n n n n n1 2

1
2
1

1

1

1 2

1
# #

#
# #� �

�
�

�
� �

。

舉例 有一數列 an ，且其一般項 
( )

a
n n 1

1
n

#
�

�
，求此數列的前 10項和

 S
1 2

1

2 3

1

3 4

1

10 11

1
11
10

10
# # # #

g� � � � � � 。

1.

2.

3.

4.

1.

2.

3.

重點整理

範例 平方和與立方和公式推導

 已知 n是任一正整數，級數和 ( ) ( )n n n n
1 2

6

1 2 12 2 2g� � � � � �  恆成立。請利用數學歸納法
進行驗證。

11.

數學歸納法流程

驗證初始項
（n = 1時，原式是否成立）

↓

歸納法假設
（假設 n = k時，原式成立）

↓

利用歸納法假設，驗證
 n = k + 1時原式成立
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類題 

17  已知 n是任一正整數，級數和 ( )n n n
1 2

2

1
g� � � � �  恆成立。請利用數學歸納法進行驗證。

18  已知 n 是任一正整數，級數和 ( )n n n
1 2

2

13 3 3
2

g� � � � �; E  恆成立。請利用數學歸納法進行
驗證。

範例 常用級數求和公式應用

 有一數列 an ，若其一般項 an = ( 2n )3，則：
⑴此數列 an  的前 10項總和為 。
⑵若另有一數列 bn ，bn = an + n，則數列 bn  的前 10項總和為 。

12.
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 觀察下列 2 × 2、3 × 3、4 × 4方格中的數字規律，依照此規律在 12 × 12方格中填入數字，
則所填入的 144個數字總和為 。

1 1
1 2

1 1 1
1 2 2
1 2 3

1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

類題 

19  有一級數，為連續正整數的立方和，則 63 + 73 +… + 103 = 。

20  有一數列 an ，若其一般項 an = ( 2n - 1 )2，則：
⑴此數列 an  的前 15項總和 12 + 32 +… + 292 = 。
⑵若另有一數列 bn ，bn = an + 2n，則數列 bn  的前 15項總和為 。

13.

建議同學嘗試找出數字排列的

規律，自己發現的規則最有價

值！以下提供 2種觀察的方向
作為參考：

①  n × n的方格中，有幾個 1？
幾個 2？幾個 k？他們的和
怎麼描述？

n

1 2 k⋯n

n�1

n�1

②  在方格中，觀察每一個  
　方向的數字和

1

2

3

4 3 2 1

　例如：

　1 + 2 + 3 + 4 + 3 + 2 + 1 = 42
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21  試求下列級數之和。
⑴ 1 × 2 + 2 × 3 + 3 × 4 +… + 99 × 100 = 。
⑵ 1 × 3 + 3 × 5 + 5 × 7 +… + 29 × 31 = 。

22  在三角形拼貼的磁磚上有數字排列，如圖所示，試問：
⑴圖中有  個三角形。
⑵圖中的數字總和為 。

範例 分項對消型級數應用

 設 n 為正整數，試求下列級數之和。
⑴ 

( )n n1 2

1

2 3

1

3 4

1
1

1
# # #

g� � � �
�

� 。

⑵ 
( )n n1 3

1

2 4

1

3 5

1
2

1
# # #

g� � � �
�

� 。

⋯

⋯

⋯⋯

⋯ ⋯

10

10

10

10

10

10 10

10 10

10 10 10
10

10

10

10

10

10 10

10

10

10

10 10
10 10

10

10

10

10

10 10

10

10 10 10

3

3

1

2 2

2

2

2

2

2

2 21

3 3

1

1

1

1

3

22

2

2

22

2

2

2

3

3

33

3

3

3

3

3 3 3

3

3

3

3
3

3
3

3

3

3

3
3

3

3

⋯
⋯

⋯⋯

⋯ ⋯

14.

k k
1

1
1�
�  

通分  
( ) ( )k k
k

k k
k

1
1

1�
� �

� ( )k k 1
1�
�

想一想， k k t
1 1�

�
�？
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類題 

23  利用分項對消求下列級數之和。
⑴ 
5 6

1

6 7

1

7 8

1

29 30

1
# # # #

g� � � � � 。

⑵ 
6 8

1

7 9

1

8 10

1

20 22

1
# # # #

g� � � � � 。

24  有一數列 an ，若其一般項 
( )

a
n n 3

1
n

#
�

�
，且前 15項總和為 S15，則 ( )S

3
1
16
1

17
1

18
1

15 + + +

18
11= 。

25  
1
1

1 2
1

1 2 3
1

1 2 3 4
1

1 2 3 10
1

11
20g

g
�

�
�

� �
�

� � �
� �

� � � �
� 。

多選題

　　　 1.  已知數列 an  前 n項的和為 Sn = a1 + a2 +… + an = n2 - 15n，試問下列選項哪些正確？
䕷 a1 = 10 虲 a9 < 0 蚒 an  是等差數列
蚲 a22 - a21 = 2 蛯此數列前 11項的和最小 

　　　 2.  已知 an  為等差數列，且首項 a1 > 0，若前 n 項和 Sn滿足 S10 = S11，試問下列選項哪
些正確？
䕷數列 an  的公差 d < 0 虲 a8 > 0 蚒 S11 < S12

蚲 a3 + a17 = 0 蛯 S20 > 0
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填充題

3.  已知 an  為等差數列，其首 n項的和為 Sn，若 S10 = 16，S20 = 36，則：
 ⑴數列 an  的公差為 　⑵ S30 = 　⑶ S40 = 。

4.  已知 an  是一個等比數列。
 ⑴若 a5 = - 96，公比 r = - 2，則 a1 + a2 +… + a9 + a10 = 。

 ⑵若首項 a1 = 3，公比 r
2

1= ，則 a1 + a2 +… + a9 + a10 = 。

 ⑶若首項 a 51 = ，公比 r = 1，則 a14 + a15 +… + a29 + a30 = 。

5.  已知 an  為等比數列，若前 5項的和 S5 = 1，前 10項的和 S10 = - 31，則：
 ⑴數列 an  的公比為 　⑵此等比數列的前 15項和 S15 = 。

6.  小霆將同樣大小的正方體積木，堆疊成如右圖所示。由上往下數，第 
一層堆 1 個，第二層堆 3個，第三層堆 6個，若規則不變，則：

 ⑴在第 25 層使用  個積木。
 ⑵從第 1 層到第 25層共使用了  個積木。

7.  如右圖所示，已知 AB 1= ， AC 2= ，依序做出正方形 T1、T2、T3、…
，試問：

 ⑴正方形 T1、T2、T3、T4周長的總和為 。
 ⑵正方形 T1、T2、T3、T4面積的總和為 。

8.  阿凱每月將薪水撥出 5000元參加公司優惠存款專案，其年利率為 1.8%，存款期為 24個月，
且採每個月複利計息一次的零存整付。若阿凱依此專案每月月初存入 5000 元，並連續儲蓄
24 個月，則期滿後阿凱連本帶利總共有  元。（四捨五入至整數位，1.001523 .  

1.035，1.001524 . 1.037）

9.  依照右圖的規則把數字作排列，若排到第 10 列，則所有的數字和為
多少？

10. 試求下列各級數總和。
 ⑴ 12 + 22 + 32 + 42 +… + 102 = 。
 ⑵ 32 + 62 + 92 +… + 302 = 。
 ⑶ 52 + 82 + 112 +… + ( 3k + 2 )2 +… + 322 = 。

11.  設 n 為自然數，試利用數學歸納法證明：

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )n n n n

1 1 2 1 2 3 1 2 3
6

1 2
g g� � � � � � � � � � � � � � 。

A B

C
T1

T2 ⋯

3

11 11 11 11 11

9 9 9

7 7

5 5

7

9
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1.  設實數組成的數列 an  是公比為 - 0.8 的等比數列，實數組成的數列 bn  是首項為 10 的等
差數列。已知 a9 > b9且 a10 > b10。請選出正確的選項。
䕷 a9 × a10 < 0 虲 b10 > 0 蚒 b9 > b10

蚲 a9 > a10 蛯 a8 > b8 21% 全對率 102 年學測

2.  設 an  為一等比數列。已知前十項的和為 a1 + a2 +… + a10 = 80，前五個奇數項的和為
 a1 + a3 + a5 + a7 + a9 = 120，請選出首項 a1的正確範圍。
䕷 a1 < 80 虲 80 # a1 < 90 蚒 90 # a1 < 100 
蚲 100 # a1 < 110 蛯 110 # a1 28% 答對率 105年學測

3.  遞迴數列 an  滿足 ( )a a f n 2n n 1� � �� ，其中 n $ 2 且 f ( x ) 為二次多項式。若 a1 = 1，a2 = 2，
a3 = 5，a4 = 12，則 a5 = 。 54% 答對率 106 年學測

4.  設各項都是實數的等差數列 a1 , a2 , a3 , …之公差為正實數 a。試選出正確的選項。
䕷若 bn = - an，則 b1 > b2 > b3 >…
虲若 c an n

2= ，則 c1 < c2 < c3 <…
蚒若 d a an n n 1� � � ，則 d1 , d2 , d3 , …是公差為 a的等差數列
蚲若 en = an + n，則 e1 , e2 , e3 , …是公差為 a + 1的等差數列
蛯若 fn為 a1 , a2 , … , an的算術平均數，則 f1 , f2 , f3 , …是公差為 a的等差數列

 28% 全對率 108年學測

5.  網路賣家以 200元的成本取得某件模型，並以成本的 5倍作為售價，差價即為利潤。但過了
一段時間無人問津，因此賣家決定以逐次減少一半利潤的方式調降售價。若依此方式進行，
則調降三次後該模型的售價為  元。 78% 答對率 109年學測

6.  設 a、b、c 為三實數，且 a > b > c。已知 2a , 2b , 2c 三數依序成等差數列。試選出正確的選 
項。
䕷 a , b , c三數依序成等比數列 虲 2a + 100 , 2b + 100 , 2c + 100三數依序成等差數列
蚒 4a , 4b , 4c三數依序成等差數列 蚲 a < b + 1
蛯 b a c

2
$ +  109 年指考甲補考
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7.  五項實數數列 a1 , a2 , a3 , a4 , a5的每一項都大於 1，且每相鄰的兩項中，都有一數是另一數的
兩倍。若 loga 361 10= ，則 a5有多少種可能的值？
 3  4 蚒 5 蚲 7 蛯 8 30% 答對率 110 年學測

8.  某機器貓從數線上原點位置朝數線的正向移動，其移動方式如下：以 8 秒為一週期，每一週
期先以每秒 4 單位長等速度移動 6 秒，再休息 2 秒。如此繼續下去，則此機器貓在開始移動
後  秒會抵達數線上坐標為 116的位置。 70% 答對率 110 年學測

9.  設等差數列 an  之首項 a1與公差 d皆為正數，且 log a1 , log a3 , log a6依序也成等差數列。試
選出數列 log a1 , log a3 , log a6的公差。
 log d  log

3
2  蚒 log

2
3

蚲 log 2d 蛯 log 3d 57% 答對率 111年學測 A

10. 某燈會布置變色閃燈，每次啟動後的閃燈顏色會依照以下的順序做週期性變換：藍 -白 -紅
- 白 - 藍 - 白 - 紅 - 白 - 藍 - 白 - 紅 - 白…，每四次一循環，其中藍光每次持續 5 秒，白
光每次持續 2 秒，而紅光每次持續 6 秒。假設換燈號的時間極短可被忽略，試選出啟動後第
99 至 101 秒之間的燈號。
皆為藍燈 皆為白燈 蚒皆為紅燈
蚲先亮藍燈再亮白燈 蛯先亮白燈再亮紅燈 83% 答對率 111年學測 B
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3. 10 4. 123

5. 10 55  n
10

20 5
( n 1

n $ 2

 d

a a a a a a a a
4

20 112
33n n n n1 2 1 3 2 4 3

� � � � � � � � � �� � �

a1 an 2a1 ( n 1 ) d 33

 [ ( ) ]S n a n d
2

2 1
165n

1
#

� � � �

 n
2

33
165 n 10 10

  an  d
a a a
a a a

14

55 14 41

1 2 3

4 5 6

� � �
� � � � �

)
( a4 a1 ) ( a5 a2 ) ( a6 a3 )

   3d 3d 3d 9d 27 d 3
a7 a8 a9 a4 a5 a6 9d

( a1 a2 a3 ) , ( a4 a5 a6 ) , ( a7 a8 a9 )
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