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11-1  實 數

數與式1
1-1  實 數

數 系

NQ ZRC

Q ZRC N

0

　　可以在數線上標示出來的數稱為實數，實數包含有理數
和無理數。比實數還要大的數域稱為複數，複數的內容在十
二年級才會正式介紹。

有理數

　　可以表示成兩個整數的比值的數稱為有理數（分母不為 0）。

 給定單位長 1，則任何一個有理數都可以利用尺規作圖在數線上畫出來。以下為利用尺規

 作圖找出正有理數 n
m  的方法（m、n ! N）：

 ⑴找出坐標為 m的點 A。
 ⑵過原點 O作一直線 L不與數線重合。
 ⑶在 L上取點 A1 , A2 , A3 , … , An，使得 OA A A A A A An n1 1 2 2 3 1g� � � � � 。

 ⑷連接 AAn，過 A1作直線平行 AAn  交數線於 B，則 B點坐標即為 n
m。

舉例 在數線上，已知 O ( 0 )、A ( 1 )，利用尺規作圖畫出 ( )B
3
1  的位置。

O ( 0 ) A ( 1 )( )B
3
1

A1

A2

A3

 任何一個分數（兩整數的比值），若可經約分或擴分後，使得分母為 10、100、1000、…
等形如 10n的數時，則必可將此分數寫成有限小數。

1.

2.

重點整理
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舉例 設 m、n為整數，且 n
m  是最簡分數，而且可以化成有限小數，則下列哪些數可能

 為 n 的質因數？
　　 䕷 2 虲 3 蚒 5 蚲 7 蛯 11

 分數 n
m  化成小數時，為被除數 m 除以除數 n，當進行直式除法時，每一層的程序中餘數

 必為小於 n 的非負整數，因此若運算時餘數重複，運算程序就會出現循環。由此可知，
 有理數若不是有限小數，就一定可以化成循環小數。
總結 有理數必可寫成整數、有限小數或循環小數。
　　 ⑴最簡分數的分母的質因數只有 2或 5時，就一定可寫成有限小數。
　　 ⑵最簡分數的分母若有 2、5以外的質因數，就只能寫成循環小數。
 有理數的封閉性：任意兩有理數加、減、乘、除（0不能當除數）的結果，仍為有理數。
 有理數的稠密性：任意兩個相異的有理數之間，必存在至少一個有理數。

無理數

　　在實數中，不是有理數的數皆為無理數，若將無理數化為小數，則必為無限不循環小數
。換句話說，無理數都不能寫成兩個整數的比值（ n

m  的形式）。例 2、 5
3 、 log2、r、…

等都是無理數。
 並非所有的無理數都可以用尺規作圖的方法找出在數線上的位置。
 ⑴  若 n 可以表示成兩個整數的平方和，或兩個整數的平方差，則可利用直角三角形的方

法畫出 n  的長度。

舉例 ①  如右圖。在數線上，已知兩點 O ( 0 )、
A ( 1 )，以 A 點為圓心，OA  長為半徑畫
圓弧，與數線交於點 A1。試問：A1的坐
標為 。

　　 ②  再分別以 O點和 A1為圓心，大於 OA  長
為半徑畫圓弧，兩弧交於點 A2，作直線
AA2。試問：直線 AA2 與數線的關係為
何？

　　 ③  以 O 點為圓心，OA1  長為半徑畫圓弧，
與直線 AA2 交於 B 點。試問： AB  長度
為 3 。

O ( 0 ) A ( 1 ) A1

A2

B

 ⑵  若 n 為自然數，則可利用尺規作圖畫出 n  的長度。

舉例  在數線上，已知兩點 O ( 0 )、A ( 1 )、B ( - 5 )

，以 AB  長為直徑作一半圓，通過 O 點作  
OC = AB  且與半圓交於 C 點。試問：OC   
長度為 5 。 O ( 0 )B (� 5 )

C

A ( 1 )

3.

4.
5.

1.
2.
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範例 有理數 Ⅰ

 將 
13
31  寫成小數後，小數點後第 100位數為何？

 下列哪些數可以寫成有限小數？
䕷 
25
52  虲 

250
521  蚒 

225
59  蚲 

512
215  蛯 

196
121

 ⑴設 p、q為互質的正整數，且 p
q  可化為小數點後只有兩位的有限小數，試問下列選項哪些

　正確？
　䕷 p # 100
　虲 2 和 5必為 p的質因數
　蚒若 2 是 q的因數，則 5必為 p的因數
　蚲 8 不是 p的因數
　蛯 9 不是 p的因數
⑵已知 n 為正整數，且 n

1  可化為小數點後只有兩位的有限小數，試寫出所有可能的 n值。

　

1.

2.

檢查是否為最簡分數

考慮分母的質因數

3.

兩位小數必可寫成 m
100
，其中 m

為二位數，約分為最簡分數後得

p
q
　∴ p是 100 = 22 × 52的因數
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類題 

1  設 n 為自然數， x 1
3

5
4
2� �
�
，且 nx < 100，則 n的最大值為 。

2  下列哪一個數當作 n值，可使 n
450
7 #  的值能化為有限小數？

䕷 12 虲 15 蚒 18 蚲 21 蛯 24

3  設 n為兩位數的正整數，且 ( )n 18
2+  為有理數，試寫出所有可能的 n值。

範例 有理數 Ⅱ

 有一個有理數，若以最簡分數表示時，分子和分母的和為 20，其值大於 0.8 且小於 0.9，

則此最簡分數為 。  

 將下列小數化為最簡分數。
⑴ .0 48

33
16= 　⑵ .0 48

45
22= 。

4.

5.

將循環小數化為分數應為高三選

修數學的內容，但為了能完整理

解有理數以分數及小數表示互相

轉換的方式，故於此簡略介紹計

算方式。但完整的觀念與無限和

極限有關，在此不多著墨
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類題 

4  設 m、n 為互質的正整數，且 m + n = 30，若 < <
m
n

2
1

3
2，則 m

n
19
11= 。

5  試問下列選項哪些正確？
䕷 . .2 0 4 0 8# =

虲 . .2 0 8 0 16# =

蚒若 a 是有 2位循環節的數，則 2a也是有 2位循環節的數
蚲若 b 是有限小數，則 b

8
3  亦可寫成有限小數

蛯若 c是有限小數，則 c
3
8  亦可寫成有限小數 

6  將下列小數化為最簡分數。
⑴ .0 375

8
3= 　⑵ .0 375

333
125= 　⑶ .0 375

165
62= 。

7  關於下列各數的大小，請選出正確的選項。
䕷 <. .0 49 0 5   虲 . .0 10 0 01

9
1� �

蚒 . . .0 3 0 3 0 1# =   蚲 . .0 6 0 6#  的值可以寫成有限小數

蛯 . . .0 6 0 6 0 4# =
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單選題

　　　 1.  已知正整數 n滿足 >( )n 13 12 1- ，則 n的最小值為何？
䕷 5 虲 6 蚒 7 蚲 8 蛯 9

　　　 2.  已知 x + y = 3，x3 + y3 = 10，則 xy的值為何？
䕷 17 虲 9 蚒 3 蚲 

3
17  蛯 

9
17

多選題

　　　 3.  設 . .a 0 321 0 21� � ，試問下列選項哪些正確？
䕷 a 是有限小數
虲 a 是有理數
蚒在數線上不存在某一個點的坐標為 a
蚲 a 在小數點後第 15位的數字為 0
蛯 a 在小數點後第 17位的數字為 0

　　　 4.  小昱解方程式 x x
5
1� �  時，將等號右式中分母的 x，以 x x

5
1� �  的式子代換，得到 

 x

x

5

5
1

1� �
�
，之後重複迭代，得 x 5

5
5

5
1
1
1

g

� �
�

�
�

。若將 x x
5
1� �  移項成 

 x
x1

5�� � ，倒數得 x x5
1�

� �
，仿上述的方法，可得 x

5
5

5
1

1
1

g

�
� �

� �
� �

。試選出

 正確的選項。

䕷 x x
5
1� �  恰有兩根 5

5
5

5
1
1
1

g

+
+

+
+

 和 
5

5
5
1

1
1

g

� �
� �

� �

虲 x x
5
1� �  所有相異根的和為 5

蚒 5
5

5
5
1
1
1

g

+
+

+
+

 是有理數

蚲 <5
5

5
5
1
1
1

5
26

g

+
+

+
+

蛯 <
5

5
5
1

1
1

5
1

g

� �
� �

� �

�
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填充題

5.  已知 n3601 +  為有理數，則最小的正整數 n為 。

6.  設 an表示 
21
2  化成小數後，小數點後第 n位數的數字，則 a1 + a2 + a3 +… + a20 = 。

7.  設直角三角形 ABC中，+C為直角，CD  為斜邊 AB  上的高，已知 AD 1= ，BD 17 12 2� �

 ，則三角形 ABC的面積為 3 2 4- 。

8.  已知直角三角形 ABC中，+C為直角，且 AC BC+  長為整數，0 < BC  長 < 1，且分別以 AB  

 和 BC  為邊的正方形面積和為 40，則此三角形的面積為 
18

76 7 22- 。

9.  已知 a、b > 0，在坐標平面上，設 O ( 0 , 0 )、A ( a , 0 )、B ( 0 , b )、C ( 0 , b + 6 )、D ( a + 2 , 0 )
，已知三角形 OAB 的面積為 24，則四邊形 ABCD的面積最小為 。

10. 平面上兩點 A、B 之距離為 5，以 A 為圓心作一半徑為 r（0 < r < 5）的圓 C，過 B 作圓 C 的
 切線，切點（之一）為 P。當 r變動時，TPAB 的面積最大可能值為 

4
25 。

 24% 答對率 107 年學測
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1.  放射性物質的半衰期 T定義為每經過時間 T，該物質的質量會衰退成原來的一半。鉛製容器中
有兩種放射性物質 A、B，開始紀錄時容器中物質 A的質量為物質 B的兩倍，而 120小時後兩
種物質的質量相同。已知物質 A的半衰期為 7.5小時，請問物質 B的半衰期為幾小時？

 䕷 8 小時 虲 10小時 蚒 12小時 蚲 15小時 蛯 20小時
 54% 答對率 105 年學測

2.  下列各方程式中，請選出有實數解的選項。
 䕷 x x 5 1� � �  虲 x x 5 6� � �  蚒 x x 5 1� � �

 蚲 x x 5 6� � �  蛯 x x 5 1� � ��  30% 全對率 105 年學測

3.  設 n 為正整數。第 n個費馬數（Fermat Number）定義為 F 2 1
( )

n
2
n

� � ，例如 F 2 1
( )

1

2
1

� �

 2 1 5
2� � � ，F 2 1 2 1 17

( )

2

2 4
2

� � � � � 。試問 
F
F
12

13  的整數部分以十進位表示時，其位數最接近

 下列哪一個選項？（ .log2 0 3010. ）
 䕷 120 虲 240 蚒 600 蚲 900 蛯 1200

 56% 答對率 108 年指考甲

4.  已知正整數 a 與正整數 b 的乘積是 11 位數，而 a 除以 b 的商之整數部分是 2 位數，則 a 可
能為幾位數？

 䕷 5 位數 虲 6位數 蚒 7位數 蚲 8位數 蛯 9位數
 39% 全對率 108 年指考乙

5.  試問數線上有多少個整數點與點 101  的距離小於 5，但與點 38  的距離大於 3？
 䕷 1個 虲 4個 蚒 6個 蚲 8個 蛯 10個
 68% 答對率 109 年學測

6.  將 ( )49
3 100  寫成科學記號 ( ) a49 10

n3 100
#= ，其中 1 # a < 10，且 n 為正整數。若 a 的整數

部分為 m，則數對 ( m , n ) = 。（ log 7 . 0.8451） 26% 答對率 110 年學測

7.  數線上有原點 O 及三點 A ( - 2 )、B ( 10 )、C ( x )，其中 x 為實數。已知線段 BC、 AC、OB
長度大小關係為 < <BC AC OB，則 x的最大範圍為 。 58% 答對率 110 年指考乙

8.  設整數 n 滿足 n n5 21 7$- 。試選出正確的選項。
 䕷 n n5 7 21$-  虲 n

n
1

5 21
7

1# #-
-

 蚒 7n # 5n - 21

 蚲 ( 5n - 21 )2 $ 49n2 蛯滿足題設不等式的整數 n有無窮多個 111 年學測 A

9.  試問有多少個整數 x滿足 <x x2 10+ ？
 䕷 13 個 虲 14個 蚒 15個 蚲 16個 蛯無窮多個
 111 年學測 B

10. 若 x、y為兩正實數，且滿足 x y 13

1
2 �

�

 及 2 log y = 1，則 x y
10

99
2� � 。 111 年學測 B
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